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Представлен наиболее эффективный подход к решению систем нелинейных сингулярных уравне-
ний, встречающихся в математических моделях, описывающих системы со скачкообразными измене-
ниями параметров. На основании многолетнего опыта построения алгоритмов поиска решений для та-
кого рода систем уравнений можно утверждать, что наиболее эффективным методом является ме-
тод комбинированных стратегий, учитывающих характер поверхности решения. Для построения та-
кого алгоритма необходимо всестороннее изучение особенностей поверхности решения и внутренних 
зависимостей между параметрами модели. 
 
Системы нелинейных сингулярных уравнений являются основой целого ряда математических мо-
делей. В частности, такие системы возникают при попытке описать напряженно-деформированное со-
стояние железобетонных элементов, находящихся под нагрузкой при внецентренном сжатии и изгибе, а 
также при работе таких элементов в предопорной зоне на срез с изгибом.  
Сингулярные свойства подобных моделей связаны с тем, что те либо иные параметры, зависи-
мости, описывающие свойства модели, имеют точки разрыва первого и второго рода, которые факти-
чески разделяют всю область определения входных параметров на подобласти непрерывного поведе-
ния. Для затронутого примера такие точки разрыва позволяют описать скачкообразное изменение на-
пряжения в бетоне в момент трещинообразования. 
Опыт нескольких лет изучения подобного рода математических моделей с целью разработки эф-
фективных алгоритмов решения сингулярных систем нелинейных уравнений показал, что наиболее вер-
ным подходом является детальное изучение всех особенностей многомерной поверхности решения и 
применение различных стратегий поиска решения на поверхности решений в зависимости от области 
непрерывного поведения системы, в которой находятся значения входных параметров [1 – 5]. 
Необходимо отметить, что в рассматриваемых нами моделях присутствует сильная зависимость 
между отдельными параметрами. Это приводит к тому, что характер влияния скачкообразных изменений 
одних параметров на другие и систему в целом достаточно сложен. 
На сегодняшний день в распоряжении исследователей имеется широкий выбор итерационных 
методов поиска решения. Методы поиска решения для систем нелинейных уравнений подбираются 
исходя из априорных сведений о характере поверхности решения. Это и метод простой итерации, и 
метод Зейделя, ньютоноподобные методы, симплекс-методы, метод градиентного поиска (для много-
мерных случаев – метод сопряженных градиентов), для областей с локальными экстремумами – метод 
Монте-Карло, и другие. Каждый из методов имеет свои преимущества и недостатки и выбирается ис-
следователем с учетом характера поверхности решения. 
Зачастую, помимо выбора метода поиска решения, с целью обеспечения сходимости итерационно-
го процесса, повышения скорости сходимости метода, устранения влияния отдельных особенностей по-
верхности решения исследователем выбирается та либо иная модификация (координатная или групповая 
релаксация, суперрелаксация, правило ложного положения, ограничитель шага, инерционность). 
Важным моментом при проектировании алгоритма поиска решения является корректная форму-
лировка критерия остановки итерационного процесса. Критерий остановки позволяет избежать и беско-
нечно долгого поиска в областях с «плохой» сходимостью. От выбранного критерия остановки зависит 
как время поиска решения, так и точность найденного решения. Кроме этого, для любого численного 
метода критерий остановки итерационного процесса всегда вносит ненулевую вероятность пропуска 
верного решения за определенный ограниченный интервал времени. 
В совокупности выбранный метод с принятой модификацией и формулировкой критерия останов-
ки мы будем называть стратегией поиска решения.  
При рассмотрении очерченной нами проблемы в большинстве случаев будем говорить о решении 
так называемой обратной задачи, то есть о поиске такого вектора входных параметров модели, которые 
обеспечивают выполнение условий равновесия (удовлетворяют систему уравнений) в пределах заданной 
допустимой невязки. 
Выбранная стратегия поиска решения не всегда является оптимальной как по скорости, так и по 
другим параметрам (точность, невязка, вероятность ошибки). Поэтому даже когда речь идет о системах, 
не имеющих сингулярности, но характеризующихся, например, наличием локальных экстремумов, хо-
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рошей практикой являются выполнение поиска решения различными стратегиями и принятие решения 
на основании результатов данного поиска. 
Необходимо отметить, что предпринимались попытки построения формального определения гра-
ничных условий с целью возможного применения унифицированной процедуры поиска решения. В ча-
стности, для решения краевых задач математической физики. Наиболее широкое применение для таких 
целей нашел метод R-функций, впервые предложенный Владимиром Рвачевым в 1967 году [6]. Но идея 
применения базисных функций, описывающих граничные условия, появилась еще раньше. Такой метод 
был разработан Иваном Бубновым в 1913 году и далее развит в работах Бориса Галеркина, выпускника 
Полоцкого кадетского корпуса [7]. 
Описание поведенческих границ в виде базисных функций хорошо работает на задачах малой 
размерности с простыми формами границ. При усложнении границ областей метод R-функций перестает 
работать, существенно усложняются аналитические выражения, возрастает погрешность. Поэтому по-
пытка построения унифицированного алгоритма поиска решения при неявном задании границ областей 
не дает удовлетворительных результатов для рассматриваемых нами задач. 
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где ( ( , ))x yσ ε – нормальные напряжения в элементарной площадке бетона или арматуры; ε(x, y) – про-
дольные деформации элементарной площадки бетона или арматуры (проекция на ось х суперпозиции 
главных сжимающих и главных растягивающих деформаций, полученная с учетом поворота элементар-
ных площадок под действием перерезывающей силы); xo и yo – расстояние от центра изгиба сечения, ней-
тральной точки, до осей x и y соответственно; xoe и yoe – расстояние от места приложения продольного 
усилия до осей x и y; N – продольная сила от действия внешней нагрузки; Mx, My – изгибающие моменты, 






 – кривизна продольной оси элемента относительно осей x и y 
соответственно.  
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где σcx, σcy, σc1, σc2, τxy – напряжения в бетоне; σsx, σsy – напряжения в арматуре, относительные деформа-
ции элементарного участка εx, εy, γxy, а также угол θ (определяющий положение наклонных трещин и 
главных напряжений). 
В течение последнего года мы приступили к решению задачи совместного действия изгибающего 
момента, поперечной силы и перерезывающей силы. Но многолетний опыт предыдущих лет стал осно-
вой решения задач центрального и внецентренного обжатия с изгибом. По сути, приступая к решению за-
дачи учета перерезывающей силы и дополнения модели распределением тангенциальных деформаций, мы 
уже располагали эффективным алгоритмом решения задачи определения напряженно-деформированного 
состояния моделируемого железобетонного элемента, позволяющим получить распределение продоль-
ных деформаций при заданных моментах в обеих плоскостях и продольном усилии. 
2013                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 
 
 24
Общий алгоритм определения напряженно-деформированного состояния элемента под воздейст-
вием среза с изгибом строится по следующей схеме: 
1) задается начальное распределение касательных деформаций; 
2) по методу двух сечений [10] определяется распределение тангенциальных деформаций, такое, 
что обеспечивается равновесие по перерезывающей силе; 
3) для заданного изгибающего момента и усилия продольного сжатия/растяжения по алгоритму, 
предложенному нами в работах [1 – 5], находится распределение продольных деформаций; 
4) по полученным распределениям продольных деформаций предлагаемым методом комбиниро-
ванных стратегий, суть которого будет раскрыта ниже, находится такое распределение главных сжи-
мающих деформаций, при котором главные сжимающие напряжения в каждой элементарной площадке, 
определенные диаграммным методом, равны значениям, определенным по кругам Мора; 
5) имея распределения всех составляющих тензора деформаций, определяются внутренние уси-
лия, возникающие в сечении, нормальном к продольной оси элемента; 
6) если определенные внутренние усилия не удовлетворяют уравнениям равновесия, то соответст-
вующим образом корректируется искомое распределение продольных деформаций (кривизна и центр тяже-
сти сечения) и выполняется переход к пункту 2. Иначе – успешное завершение итерационного процесса. 
Критерием остановки является малость невязки системы уравнений равновесия (менее 1 %). При 
этом в ходе итерационного процесса поиска решения контролируется ситуация неразрешимости системы 
уравнений по достижению предельных значений деформаций на сжатие по бетону или растяжение по 
арматуре, а также неразрешимости задачи пункта 4. 
Пункт 4 алгоритма является ключевым для решения системы в целом.  
Для понимания задачи, разрешаемой в пункте 4, приведем математические зависимости, связы-
вающие главные сжимающие напряжения, определенные по диаграммам и кругу Мора, с задан-
ным распределением продольных, главных и касательных деформаций. 
Угол наклона осей главных напряжений по отношению к продольной оси определяется по формуле: 
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Относительные деформации по направлению главных сжимающих напряжений: 
2 2
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Ограничиваем значение главных растягивающих напряжений в бетоне: 
1, 1, ,с i с iσ = σ  если 1, tanс i ciσ ≤ τ ⋅ θ ;        1, tan ,с i ciσ = τ ⋅ θ  если 1, tanс i ciσ > τ ⋅ θ . 
Главные сжимающие напряжения в бетоне по измененной диаграмме деформирования бетона с 
учетом двухосного напряженного состояния 
2
2, 2,
2, 2max,( ) ' 2 0.002 0.002
i i
с i с i
 ε ε   
σ = σ ⋅ ⋅ −    
− −     
. 
Главные сжимающие напряжения в бетоне из кругов Мора для напряжений: 
2, 1,
1( ) '' (tan )
tanс i i c i
σ = τ ⋅ θ + − σ
θ
. 
Из описания зависимостей следует наличие в модели нескольких точек разрыва поверхности ре-
шения для главных сжимающих напряжений. Во-первых, наличие области в окрестности 0, для которой 
значение является невычислимым (точка разрыва второго рода). Во-вторых, характеристическим значе-
нием продольной деформации на растяжение является точка εcrt, определяющая скачкообразный момент 
трещинообразования (точка разрыва первого рода) и выражающаяся в замене математического опреде-
ления угла наклона элементарной деформируемой площадки. 
Если проиллюстрировать данную ситуацию на семействе графиков (рис. 1), видно, что для опре-
деления границ области, в которой локализовано решение, необходимо применять различные стратегии 








Рис. 1. Зависимость главных сжимающих напряжений от главных сжимающих деформаций при заданных распределениях 
продольных и касательных деформаций для значений изгибающего момента до момента образования трещины: 
a – точки совпадения значений главных сжимающих напряжений, определенных диаграммным методом и геометрическим 
способом по кругу Мора; б – характер зависимости при больших значениях главных сжимающих деформаций;  
в – скачкообразное изменение напряжения при достижении деформацией значения εcrt;  
г – аналогичный скачок для напряжений, определенных по кругу Мора 
crtε  
crtε  
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Для «больших» изгибающих моментов характер зависимости меняется. Точки решения «уходят» в 







Рис. 2. Зависимость главных сжимающих напряжений от главных сжимающих деформаций  
при заданных распределениях продольных и касательных деформаций  
для «больших» значений изгибающего момента 
 
Учитывая выявленные особенности математической модели, нами разработан алгоритм поиска 
решения для задачи определения распределения главных сжимающих деформаций, комбинирующий 
различные стратегии поиска границ области решения и решения как такового: 
1) методом последовательных приближений ищем нижнюю границу области определения функ-
ции главных сжимающих напряжений, определяемых из круга Мора; 
2) если найденная нижняя граница меньше εcrt, априорная верхняя граница принимается равной εcrt, 
иначе принимается как максимально возможная сжимающая деформация (0,06); 
3) методом дихотомии корректируем верхнюю границу области решения (область отрицательных 
значений) главных сжимающих напряжений, определяемых диаграммным методом; 
4) методом секущих в пределах определенной области решения ищем точку совпадения искомых 
напряжений. 
Данный алгоритм реализован нами на языке программирования С++. Сравнительные тесты с зару-
бежным аналогом [8 – 11], программным комплексом Response-2000 Университета Торонто (Канада), 
показал, что данный алгоритм обладает более высокой скоростью сходимости и точностью расчета, дает 
более стабильные результаты расчета (отсутствие «выколотых» точек на графиках распределений) на 
всей области определения.  
Выводы. Результаты проведенного исследования свидетельствуют, что для данного класса мате-
матических моделей, имеющих сингулярности, связанные с точками разрыва в функциональных зависи-
мостях между параметрами модели, наилучшим подходом к построению алгоритма поиска решения яв-
ляется комбинирование стратегий поиска решения. Комбинирование стратегий позволяет определить 
границы непрерывных областей, в которых локализовано решение, и построить итерационный алгоритм 
поиска решения с учетом специфики выявленных областей. Такой подход требует детального изучения 
crtε  
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особенностей поверхности решения, но позволяет построить эффективный алгоритм, обладающий ста-
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INTEGRATION OF STRATEGIES OF SEARCH OF SOLUTIONS IN TASKS  




The most effective approach to solving systems of nonlinear singular equations encountered in mathe-
matical models describing systems with abrupt changes of parameters is presented. As a result of years of ex-
perience of algorithm constructing to find solutions for such systems of equations we can state that the most ef-
fective method is the combination of strategies that take into account the nature of the solution surface. Con-
struction of such algorithms requires a comprehensive study of the features of the solution surface and internal 
dependencies between the parameters of the model. 
 
 
